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心理统计
第十一讲：重复测量的方差分析
(Repeated-measures ANOVA)
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1

复习

2

单因素ANOVA
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方差的分解

处理间方差 不是由于处理

引起的方差

分子 分母

总方差
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⽅差(Variance)

SS: 离差平⽅和

s²: ⽅差、均⽅差，也可表示为MS

方差的分解
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X1 X2 Xn…

方差的分解
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⽅差的可分解性

⽅差（或变异）的可分解性是指总的离差平⽅和可以分解为⼏个不同来源

的平⽅和。

方差的分解

7

组1 组2 组3

方差的分解
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三组总的平均数𝑋!

"𝑋"

𝑋#
组间

组内

方差的分解
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⽅差的可分解性

⽅差（或变异）的可分解性是指总的离差平⽅和可以分解为⼏个不同来源

的平⽅和。

总平⽅和可以分解为组内平⽅和和组间平⽅和。

方差的分解
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Population

组内⽅差

Population

组间⽅差

方差的分解
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(SST 总平⽅和, SSB组间平⽅和, SSW组内平⽅和)

(     总平均值, 组平均值)

方差的分解
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若想要对三个地区⼈群的

主观幸福感进⾏比较，我
们可以怎么样进⾏处理呢？

H0: 三个地区⼈群的主观
幸福感没有差异

H1: 三个地区⼈群的主观
幸福感存在差异

方差的分解
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假定H0为真，则各组之间不存在差异

0

0 Population

方差的分解
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假定H0为真，则各组之间不存在差异

0

0

0

直接使用离差平⽅和来进⾏

比较会受到自由度⼤小的影
响，故取⽅差(均⽅)来进⾏
比较。

方差的分解
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假定H1为真，则各组之间存在差异

>>

+∞

Population

方差的分解
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假定H1为真，则各组之间存在差异

>>

+∞

方差的分解
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l SS和 = SX2 - (G2/N)
l SS组内= SSSi

l SS组间= S(Ti/ni）
2 - (G2/N)

单因素ANOVA

l MS组间= SS组间/df组间
l MS组内 = SS组内/df组内
l F比率 =  处理间方差 = MS组间

处理内方差 MS组内

18
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F值

当H0为真时，F值服从⼀个⼴为⼈知的概率分布。为了纪念R.A.Fisher，这

个分布称为F分布。

F = 

(F分布，自由度为(2,27))

F比率

19

F分布

Probability density function

前提条件：

1.总体正态
观测值来自正态分布的总体。

2.变异的同质性

3.独立性

F比率
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研究情境

下表为四名被试训练前和训练后1个月、2个月、3个月的单
位时间内打字错误个数。用适当的统计方法检验训练后被试

的打字错误有无变化。（ α=0.05 ）
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l 在上例中有一个自变量 (称为组内因素): 时间. 
l ANOVA 亦可用于分析同时包含组间和组内因素的混合设计

重复测量的ANOVA能够处理数据的类型
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l 和方的分解分两个阶段

• 首先考虑方差的来源. 
a) 处理间变异 ：处理效应 (处理造成的差异)

i.   处理效应

ii.  实验误差
• 重复测量设计在每一种处理条件用同样的个体，所以处理
间变异不包含个体差异。

b)处理内变异
i.   被试间方差

ii.  实验误差

重复测量ANOVA的逻辑
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ANOVA间关系的比较

总方差

处理间方差 处理内方差

误差方差被试间方差重复测量ANOVA

独立组ANOVA
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ANOVA间关系的比较

总方差

处理间方差 处理内方差

误差方差被试间方差重复测量ANOVA

独立组ANOVA

F比率的分子
(for both)

独立组ANOVA
F比率的分母

重复测量ANOVA
F比率的分母

这部分方差在重复测量
ANOVA中不作为分母

哪个分母大些?
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和方的分割

!(𝑋! − 𝑋)"= !(𝑋# − 𝑋)"+!(𝑋! − 𝑋#)"

= !(𝑋# − 𝑋)"+!(𝑋$ − 𝑋)"+𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟

𝑆𝑆总和 = 𝑆𝑆组间+ 𝑆𝑆组内

= 𝑆𝑆组间+ 𝑆𝑆被试间 + 𝑆𝑆误差
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Stage 1

Stage 2

和方的分割

𝑆𝑆 = #(𝑋 − 𝑋)!

𝑆𝑆 = # 𝑋! −
(∑ 𝑋)!

𝑛
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Stage 1

Stage 2

自由度的分割
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重复测量ANOVA的逻辑

𝐹 =
处理间变异

实验误差
=
𝑀𝑆组间
𝑀𝑆误差
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l K = 处理条件(或组)的数目

l n =  每一个组的数目(如果它们相等) 
l N = Sni = 总的观察数目

l Ti = SXij

l G = S Ti 总的和

l SSi = 每一个组的和方的和 = S(Xij - i)2

l P = 每一个被试的观察数目

重复测量ANOVA的专用符号

30
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示例

如下表所示，被试A、B、C、D进行问题解决的练习，对被
试分别测量了练习1次，2次和3次后反应正确的次数。试分
析练习次数对问题解决成绩有无显著影响。（用α =0.05显著
性水平）
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示例

被试 1次 2次 3次
A 3 3 6
B 2 2 2
C 1 1 4
D 2 4 6

练习次数
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和方的分割

#(𝑋" − 𝑋)!= #(𝑋# − 𝑋)!+#(𝑋" − 𝑋#)!

= #(𝑋# − 𝑋)!+#(𝑋$ − 𝑋)!+𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟

𝑆𝑆总和 = 𝑆𝑆组间+ 𝑆𝑆组内

= 𝑆𝑆组间+ 𝑆𝑆被试间 + 𝑆𝑆误差
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示例

Squared=(X-mean(X(:))).^2
SSTotal=sum(Squared(:))

SSBetweenTreatments = 4*(mean(X(:,1))-mean(X(:))).^2 + 4*(mean(X(:,2))-
mean(X(:))).^2 + 4*(mean(X(:,3))-mean(X(:))).^2

SSWithinTreatments = sum((X(:,1)-mean(X(:,1))).^2) + sum((X(:,2)-
mean(X(:,2))).^2) + sum((X(:,3)-mean(X(:,3))).^2)

SSBetweenSubjects = 3*(mean(X(1,:))-mean(X(:))).^2 + 3*(mean(X(2,:))-
mean(X(:))).^2 + 3*(mean(X(3,:))-mean(X(:))).^2 + 3*(mean(X(4,:))-
mean(X(:))).^2

SSError = SSWithinTreatments - SSBetweenSubjects

!(𝑋! − 𝑋)"= !(𝑋# − 𝑋)"+!(𝑋! − 𝑋#)"

= !(𝑋# − 𝑋)"+!(𝑋$ − 𝑋)"+𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟
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SX2 = 140；G = 36 

K = 3， n=4， N=12
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l 处理间变异是列之间的变异性，被试间变异是行之间的变异性，

二者可类比

l 计算方法

• SS处理间= S(T2/ni) - G2/N 
• SS被试间= S(P2/k) - G2/N

处理间变异与被试间变异

36
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l 第1阶段：SS和 = SS组间 + SS组内
• SS和=SX2 - (G2/N)=140- (362/12)=140-108 = 32
• 需要将其分解为组间变异和组内变异. 
• SS组间 = S(T2/ni) - G2/N =  82/4 + 202/4 + 182/4–108 = 14

• SS组内 = SSS每一个 处理内部 = SSSi = 2 + 5 + 11
= 18 

l 第2阶段：SS组内 = SS被试间 + SS误差
• SS被试间 = S(P2/k) - G2/N=  122/3 + 62/3 + 62/3 + 122/3–108 = 12

• SS误差 = SS组内-SS被试间 = 18-12=6

和方的分解步骤

37

l 共有5个自由度, 2个计算均方时要用到

• 1） 总的 df = N-1
• 2） 组间方差df = k-1
• 3） 组内方差df = N-k

• 4） 被试间方差df = n-1
• 5） 误差方差df = （N-k） -（n-1）= N-k-n+1

自由度
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l MS组间= SS组间/df组间
--> 上例中 = 14/2 = 7 

l MS误差 = SS误差/df误差
--> 上例中 = 6/6 = 1 

l F比率 =  处理间方差
误差方差

均方和F值的计算
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方差分析表
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l H0：μ 1=μ 2=μ 3， a = .05, 查 F表 确定 Fcrit对假设作出结论

l df组间 = 分子的df
df误差 = 分母的df (误差) 
--> 上例中: 
• df误差 = 6; df组间 = 2
• Fcrit = 5.14

• Fobs = 6
• 假设中

F比率的观测值6大于 F.05., 所以拒绝 H0

用重复测量的方差分析进行假设检验
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l 各练习次数的均值和标准差列在表1中。重复测量的方

差分析发现练习次数有显著的效应, F(2,6) = 6, p < 

0.05.

报告结果

42
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事后检验（Post hoc tests）

l ANOVA 的结果是检验H0: µ1 = µ2 = µ3 ,这是一个两点 (拒绝/不拒
绝) 决策. 并未提供哪个备择假设得到支持. 也就是说, 只知道一
些组与其它组不同, 但并知道差别在哪些组之间. 

l 所以从ANOVA得到显著差异的结果 (拒绝H0)后,一定要做作一些
事后检验. 事后检验使我们能够比较各组, 发现差异产生在什么
地方. 

l 事后检验就是比较每一个处理组与另一个处理组, 一次比较两个. 
这称为成对比较. 
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族系（familywise）误差

l 在上例中, 可以比较 m1 与 m2, m1与 m3, 以及 m2与 m3.  这样的

做法有没有问题？

l 每一个比较 都是一个单独的假设检验, 每一个都有犯I类错误的

风险. 所以,比较对数越多, 作结论的风险越大。即容易发现实际

不存在的差异。 这称为实验导致的（experimentwise）alpha 水
平 或族系（familywise） 误差

l αEW = 1 - (1 - α)c c = 比较对数

l 对于上述例子, 如果选择 α = 0.05 作3 对比较

l αEW = 1 - (1 - α)c = 1 - (.95)3 = 1 - .857 = .143 
l I类错误的机会增加到14.3%而不再是5%，多数事后检验设计中

都控制了实验导致误差. 
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region1 region2

… … t-test, 
α=0.05

P(犯α错误 | H0为真) = 0.05

t-test, 
α=0.05

P(犯α错误 | H0为真) = 0.05

t-test, 
α=0.05

P(犯α错误 | H0为真) = 0.05

第⼀次比较

第⼆次比较

第三次比较

region1 region3

… …

region2 region3

… …

族系（familywise） 误差
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reg ion1

…

reg ion2

…

reg ion3

…

第
⼀

次
比

较

第
⼆

次
比

较

第三次比较

两两比较之后

犯α错误的概率
是多少呢？

族系（familywise）误差
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reg ion1

…

reg ion2

…

reg ion3

…

第
⼀
次
比
较

p(
α|

H
0) 

= 
0.

05

p(
1-

α|
H
0) 

= 
0.

95

第
⼆
次
比
较

p(α|H
0) = 0.05

p(1-α|H
0) = 0.95

第三次比较
p(α|H0) = 0.05
p(1-α|H0) = 0.95

p(犯错误的概率) = 1 - (1- 0.05)³ ≈ 0.143

族系（familywise） 误差
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reg ion1

…

reg ion2

…

reg ion3

…

第
⼀

次
比

较
p(

α|
H0) 

= 
0.

05

p(
1-

α|
H0) 

= 
0.

95

第
⼆

次
比

较

p(α|H
0) = 0.05

p(1-α|H
0) = 0.95

第三次比较
p(α|H0) = 0.05
p(1-α|H0) = 0.95

p(犯错误的概率) = 1 - (1- 0.05)³ ≈ 0.143

上述式⼦到底是

什么意思呢？

族系（familywise）误差

48
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第⼀次比较 correct wrong0.95 0.05

第⼆次比较 correct wrong

0.95

0.05

correct wrong

0.95
0.05

correct wrong

0.95 0.05

correct wrong

0.95

0.05

correct wrong

0.95 0.05

correct wrong

0.95 0.05

第三次比较

三次比较后犯错误的概率14.3%

每次犯错误的概率为0.05

族系（familywise） 误差
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第⼀次比较 correct wrong0.95 0.05

第⼆次比较 correct wrong

0.95

0.05

correct wrong

0.95
0.05

correct wrong

0.95 0.05

correct wrong

0.95

0.05

correct wrong

0.95 0.05

correct wrong

0.95 0.05

第三次比较

三次比较后犯错误的概率14.3%

每次犯错误的概率为0.05

族系（familywise）误差
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第⼀次比较 correct wrong0.95 0.05

第⼆次比较 correct wrong

0.95
0.05

correct wrong

0.95
0.05

correct wrong

0.95 0.05

correct wrong

0.95
0.05

correct wrong

0.95 0.05

correct wrong

0.95 0.05

第三次比较

三次比较后犯错误的概率14.3%

每次犯错误的概率为0.05

族系（familywise） 误差
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Tukey's HSD 检验

l 可以计算出单一的值确定处理均值间的最小差异，考查此差异在

统计上是否显著. 

l HSD = q * sqrt（MS组内/n）
l q 值 可以从表中查出(附表5). 需要用到K和df组内, 以及αEW

l 用误差的和方，自由度， 均方代替原来分母项的组内和方，自

由度， 均方

l HSD = q * sqrt（MS误差/n）

l q 值可以从表中查出(附表5). 需要用到K和df误差, 以及αEW
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l HSD = q * sqrt（MS误差/n）
=4.34 * sqrt（1/4）=2.17
X1=2，X2=2.5，X3=4.5
1 vs. 2 ：0.5< HSD

1 vs. 3:  2.5>HSD,均值1,3之间存在显著差异
2 vs. 3:  2.0 < HSD.

l 有时， 事后检验差异没有一对是显著的，但方差分析表明三个平

均值之间存在显著差异。

事后检验
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研究示例

下表为四名被试训练前和训练后1个月、2个月、3个月的单
位时间内打字错误个数。用适当的统计方法检验训练后被试
的打字错误有无变化。（ α=0.05 ）

54
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n=4 k=4 N=16 G=44 ΣX2=222

55

l SS总= SX2 - (G2/N)=222-442 /16=222-121=101
l SS处理间 = S(T2/ni) - G2/N =262 /4+8 2 /4 +62 /4 +42 /4-121 =

169+16+9+4-121=77
l SS处理内 = SSSi =11+2+9+2=24
l SS被试间 = S(P2/k) - G2/N= 122 /4+6 2 /4 +102 /4 +162 /4-121 =

36+9+25+64-121=13
l SS误差= SS处理内- SS被试间 = 24-13 = 11

56
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1）每个处理条件内的观察都是独立的

2）每个处理条件内的总体分布是正态分布

3）每个处理条件间的方差同质

重复测量的方差分析的统计前提
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1）用较少被试，经济
2）把个体差异项消除

• 当个体差异大时，这个优势更明显
如： 处理效应 = 10个方差单位

个体差异 = 1000个方差单位
误差 = 1个方差单位
F独立 = （10+1000）/（1+1000）
=1.01
F重复 = 11/1=11

重复测量设计的优势
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方差分析的效应大小

r2的大小 效应的评估 
0.01 < r2 < 0.09 小的效应 
0.09 < r2 < 0.25 中等效应 

r2 > 0.25 大的效应 
 

h2 = r2

𝜂" =
𝑆𝑆组间

𝑆𝑆组间 + 𝑆𝑆
组内

独立样本方差分析

60
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方差分析的效应大小

𝜂! =
𝑆𝑆组间

𝑆𝑆组间 + 𝑆𝑆误差

重复测量方差分析

𝐹 =
处理间变异

实验误差
=
𝑀𝑆组间
𝑀𝑆误差

𝑓 =
𝐹%&&%'(×𝑑𝑓%&&%'(

𝑑𝑓%))*)
Cohen’s f

𝑓 =
𝜂!

1 − 𝜂!
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方差分析的统计效力

a

b

1-b
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方差分析的统计效力

G*Power: https://www.psychologie.hhu.de/arbeitsgruppen/allgemeine-psychologie-und-arbeitspsychologie/gpower
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作业
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1. 以下是三种不同处理的实验比较数据：

a. 如果实验采用独立测量设计，在.05的alpha水平上，研究者能否得
出结论，不同处理有显著差异？

b. 如果实验采用重复测量设计，在.05的alpha水平上，研究者能否得
出结论，不同处理有显著差异？

c. 解释为什么a、b两种情况下的结果有差异。

处理

A B C
0 1 2
2 5 5
1 2 6
5 4 9
2 8 8
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作业

65

2. 以下ANOVA表中的数据来自于比较四种处理条件的重复测量数据
。样本n=10，请将下表填完整。

来源 SS df MS
处理间 ____ ___ 20 F=
处理内 ____ ___
被试内 36 ___
误差 ____ ___ ____
总的 150 ___
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作业

66

3. 一位教育心理学家研究小学生的动机。选取了5个学生，从他们4
年级追踪随访到6年级。每年作一次动机的问卷。数据列于表中。问
在3个年级的水平间，有无动机的显著变化。用 .05的显著性水平作
假设检验，并用论文格式报告结果。

学生 4年级 5年级 6年级
A 4 3 1
B 8 6 4
C 5 3 3
D 7 4 2
E 6 4 0
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